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提要  该文根据分形理论构造了砂卵砾石的孔隙分形模型, 研究了砂卵砾石层颗粒分维、孔隙分维和孔隙度以

及它们之间的关系, 得到了砂卵砾石颗粒分维、孔隙分维和孔隙度的计算式, 对指导砂卵砾石层中的注浆工程

实践有重要的意义。
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Abstract  The paper set up fractal model for porosity of sand and gravel by applying fractal theory, studied

the fractal dimension number, porosity dimension number for grains of sand and gravel, porosity of sand and

gravel and their relationship, obtained the formulas for calculating fractal dimension number, porosity dimen-

sion number for grains of sand and gravel and porosity of sand and gravel. It is important to instruct grouting

engineering in sand gravel beds.
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1  概况

砂卵砾石层是目前常遇到的一种复杂地层, 注

浆作为一种处理砂卵砾石层的方法已被广泛接受。

然而, 由于砂卵砾石层本身的复杂性, 注浆过程中

出现了不少问题, 如因无法准确确定砂卵砾石的孔

隙体积导致注浆材料的浪费和注浆后效果难以预测

等。本文将运用分形理论, 对砂卵砾石的孔隙模型

进行研究。

2  分形模型的构造

模型构造选用门杰 ( Menger) 海绵体模型。将

一个边长为 L 的正六面体作为初始元。生成元就

是将正六面体进行 27等分, 去掉体心和各棱中间

的13个小立方体, 剩下的只有 14个小立方体 (即

N1= 14, S1= L / 3)。将上述操作重复下去直至无

穷, 使剩下的小立方体边长 S 不断减小, 数目逐

渐增多, 最后, 由 立 方体 的集 合形 成 门杰

(Menger) 海绵体[ 1, 2]。在几次操作之后, 剩下的立

方体边长 Sn= L / 3n , 个数 Nn 为

Nn = ( Sn/ L )
- D

(1)

  式中: D = lgN1/ lg3= lg14/ lg3为剩下的立方

体集合形成海绵体的分维。这个海绵体剩下的总体

积 Vn 为

Vn = S
3
nNn = S

3
n( Sn/ L )

- D
= L

D
S
3- D
n (2)

当 n y ] , Sn y 0, Vn y V ( s)。对于这个极限有

dV( s )
ds

= L
D
S
2- D

(3)

这时孔隙体积 Vh ( s ) 为

Vh ( s) = L
3
- V( s ) (4)

所以,

d Vh ( s)

ds
= -

dV( s)
ds

= - L
D
S
2- D

(5)
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3  砂卵砾石孔隙分维与孔隙度

为了模拟砂卵砾石的孔隙度, 可以看作是越来

越小的砂不断粉结在较大的卵砾石上。将上述砂卵

砾石分形模型构造中剩下的小立方体看作是海绵体

的孔隙, 而去掉的小立方体看作是构成海绵体的骨

架, 则该海绵体的孔隙分维 Dh 为

Dh = lgNn/ lg3
n
= lg14/ lg3 (6)

孔隙体积 Vh 为

Vh = NnS
3
n = L

D
S
3- D
n (7)

这时孔隙度 5 为

5 = Vh/ L
3
= ( Sn/ L )

3- D
(8)

4  砂卵砾石颗粒的统计分维与方法

砂卵砾石体具有自然分形结构
[ 3, 4]

, 其分维数

D 可以定义为[ 5, 6]

N [ r ] = Ar- D
(9)

式中: N [ r ]为特征尺度大于 r 的砂卵砾石的数; r

为衡量砂卵砾石的特征尺度; A为砂卵砾石的材料

常数。

砂卵砾石的特征尺度定义为三轴几何平均直

径: 即

r = ( abc)
1/ 3

(10)

式中: a、b、c 分别为砂卵砾石颗粒的三轴。

知道特征尺度及对应的砂卵砾石的数目, 由式

(9) 就可以计算出砂卵砾石颗粒的统计分维 D和材料

常数 A, 也可以测出一系列的 ri 和N i , 作出其双对

数坐标, 则其直线斜率的绝对值即为统计分维D
[ 7, 8]

D = lg(N i+ 1) - lg(N i ) / lg( ri ) - lg( ri+ 1)

(11)

式中: ri和ri+ 1分别为两个衡量砂卵砾石颗粒的特

征尺度; N i和N i+ 1分别为对应于 ri和 ri+ 1特征尺度

下的砂卵砾石颗粒数目。

田堪良等研究了我国黄河及陕西省的黑河、石

头河、冯家山古河道河床天然沉积砂卵砾石分形特

征, 得出其统计分维值分别为 2172、2155、2167、
2171[ 3]。

5  砂卵砾石理论颗粒分维与孔隙分维的关系

在构造模型中, 将剩下的小立方体看作是海绵

体的孔隙, 而去掉的小立方体看作是构成海绵体的

骨架块体颗粒, 则对应不同特征尺度下的砂卵砾石

数目与孔隙数目的计算如表 1。

表 1 砂卵砾石颗粒数目与孔隙数目的统计计算

构造次数 n 1 2 3 , n

特征尺度 r L / 3 L / 32 L /33 , L / 3n

砂卵砾石

颗粒数 N [ r]

13
13 ( 1- 142)

1- 14
13 ( 1- 143)

1- 14
, 13 ( 1- 14n )

1- 14

孔隙数 N n 14 142 143 , 14n

  根据表 1计算出砂卵砾石颗粒的分维 Dg 为

Dg = lg
13(1- 14n+ 1

)
1 - 14 /

13(1 - 14n
)

1- 14

/ lg
L

3n
/

L

3n+ 1 = lg
14n+ 1

- 1

14n
- 1

/ lg3 ( 12)

孔隙的分维 Dh 为

Dh = lg
14

n+ 1

14n
/ lg

L
3n

/
L
3n+ 1 = lg14/ lg3 ( 13)

对于式 (12) , 当 n y ] , Dg y lg14/ lg3, 此时,

Dg = Dh ( 14)

对于一般情况, 砂卵砾石颗粒的分维 Dg 为

Dg = lg
q
n- 1

- 1

q
n
- 1

/ lg
ri

ri+ 1
 ( q > 1) ( 15)

孔隙的分维数 Dh 为

Dh = lgq / lg
ri

ri+ 1
 ( q > 1) ( 16)

对于式 (15) , 当 n y ] , Dh y lgq / lg
ri

ri+ 1
, 此

时,

Dg = Dh ( 17)

  即颗粒的分维 Dg 与孔隙的分维Dh 相等。当

统计足够精细时, 颗粒统计分维 D 与理论分维Dg

相等; 当统计不够精细时, 颗粒统计分维比理论分

维略大。

6  砂卵砾石的统计分形特征及其与理论模
型的比较

611  砂卵砾石的统计分维值及孔隙度
由式 (9) 可以计算出砂卵砾石颗粒的分维 D

和材料常数A。例如由颗粒统计得到两个特征尺度

及对应的砂卵砾石颗粒的数目如下:

当 r= 100时, N [ r ] = 25; 当 r= 60时, N [ r ] =

90。

将上述砂卵砾石统计结果带入式 (9) , 计算得

到:

D = 2151, A= 2588756

由此可知: 砂卵砾石颗粒空间分布的统计分形特征

为:
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N [ r ] = Ar- D
= 2588756r- 2151 (18)

  根据式 (18) 可以计算出任意特征尺度 r 及对

应的砂卵砾石的数目N [ r ] ; 例如, 表 2就是根据式

(18) 计算出的结果。

若该砂卵砾石颗粒中最多最小的特征尺度 r=

2mm, 从表 2 可知 N [ r ] = 455235 ; 初始元 L =

361mm, N [ r ] = 1。

根据式 (8) 可得统计孔隙度 5 为

5 =
r
L

3- D

=
2
361

3- 2151

= 717%

表 2 r 对应的N [ r ]计算结果

r /mm N [ r] r /mm N [ r] r/ mm N [ r ]

1 2588756 35 348 75 51

2 455235 40 249 80 44

5 45748 45 185 85 38

10 8045 50 142 90 33

15 2910 55 112 95 28

20 1415 60 90 100 25

25 808 65 74 , ,

30 512 70 61 361 1

612  砂卵砾石理论分维值及孔隙度
根据构造的模型, 将剩下的小立方体看作是海

绵体的孔隙, 而去掉的小立方体看作是构成海绵体

的骨架颗粒, 则该模型分维的理论计算结果为

D理 = lg14/ lg3 = 214

将 D= 214; r= 100, N [ r ] = 25代入式 (9) 得

A1 = 1577393

将 D= 214; r= 60, N [ r ] = 90代入式 (9) 得

A2 = 1666501

所以,

A=
A1+ A2
2

= 1621947

N [ r ] = 1621947r- 214 (19)

根据式 (19) 可以计算出任意特征尺度 r 及对应砂

卵砾石颗粒数目 (见表 3)。

该砂卵砾石颗粒中最多最小的特征尺度 r =

2mm, 从表 3可知, 则 N [ r ] = 307302 ; 初始元 L =

387mm, N [ r ] = 1。

根据式 (8) 可得模型孔隙度 5 为

5 =
r
L

3- D

=
2
387

3- 214

= 412%

表3  r 对应的N [ r]的理论计算结果

r/ mm N [ r] r / mm N [ r ] r /mm N [ r]

1 1621947 35 319 75 51

2 307302 40 232 80 44

5 34081 45 175 85 38

10 6457 50 136 90 33

15 2440 55 108 95 29

20 1223 60 88 100 25

25 716 65 72 , ,

30 462 70 61 387 1

  以上结果可以看出: 模型的分维理论计算结果

与实际统计结果有一定出入, 统计结果略为偏大,

这是因为统计的精度不够精细所至。由此可知, 用

该理论模型模拟砂卵砾石孔隙度特征是可行的。

7  结论

运用分形理论建立了砂卵砾石的孔隙分形理论

模型, 并得出了孔隙度的计算公式。在砂卵砾石层

的注浆工程中, 运用所建立的计算模型, 根据拟注

浆范围, 可以计算注浆量以及预测注浆后的效果,

指导注浆工程实践。
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